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基于四叉树网格和多边形比例边界有限元方法的

岩土工程非线性静动力分析 
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摘  要：有限单元法(FEM)作为强大的数值分析技术广泛应用于岩土工程结构数值模拟。由于传统有限元的单元形状局限性

以及岩土工程模型的复杂性(分层施工模拟、复杂材料分区等)，较难编制通用的高质量网格剖分算法，使得模型网格生成消

耗整个分析过程的大部分时间，阻碍快速自动化分析进程。采用四叉树网格剖分技术，联合非线性多边形比例边界有限元

(PSBFEM)方法，发展了一种可用于岩土工程结构的快速建模和数值分析方法。对某心墙坝进行了静动力数值模拟，并与传

统有限元结果对比验证了其正确性。研究表明，文中方法具有使用简便、网格灵活、生成速度快、质量高等特点，可以大幅

降低累赘繁琐的人工干涉，为工程结构快速设计–优化提供有力的技术手段。该方法扩展至三维结构将具有更大的研究价值

和工程意义。 
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Nonlinear static and dynamic analysis for geotechnical engineering based on 
quadtree mesh and polygon scaled boundary finite element method 
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Abstract: The finite element method(FEM) is a powerful numerical analysis technique, which is applied widely in the simulation of 

geotechnical engineering structures. As the limitation of element shape in traditional FEM and the geometrical complexity of 

structures, such as layered construction and complicated material partition etc, a versatile and high-quality meshing discrete algorithm 

is comparatively difficult to implement, resulting in the majority time is consumed in element generation, which hinder the rapid 

process of automated analysis. In this paper, a swift analysis method combining the quadtree discretization and nonlinear polygon 

scaled boundary finite element method(PSBFEM) is developed to conduct the elastoplastic simulation of geotechnical structures. The 

static and seismic response of a typical core wall dam is modelled, and the validity of presented method is verified by comparing with 

the FEM. Simple operation, flexibility of the meshing, rapid generation and high-quality can be revealed in the proposed method, 

where the cumbersome human intervention can be decreased significantly, so as to provide a powerful technique for the rapid 

automatic analysis of complicated structures. There will be more meaningful research value and engineering significance to explore 

three-dimensional application of the method. 

Keywords: quadtree mesh; rapid analysis; polygon scaled boundary finite element method(PSBFEM); nonlinearity; core wall rockfill 

dam 
 

1  引  言 

有限元方法(FEM)是岩土工程结构数值模拟中

强有力的技术工具，自提出以来不断被不同研究人

员改进和完善，有限元法已成为各个领域数值模拟

中最主要的分析方法[1]。离散化是有限元分析的前
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提和基础，离散网格的质量和数量对计算结果有重

要影响[2]，且生成网格的快慢将决定分析过程的进

度。传统有限元方法中平面单元形状为三角形和四

边形，前者生成算法成熟，适应能力强，但其计算

精度低，四边形单元精度较高，但其网格适应性差。

对复杂问题诸如土石坝结构需同时考虑材料分区边

界和分层填筑等因素，采用传统剖分方法很难编制

快速通用的高质量网格剖分算法。Lian 等[3]研究表

明，对弹性问题，网格生成/再生成过程约占全部分

析时间的 80%，且需大量人工干涉，减缓了快速自

动化设计–分析进程。虽然当前的计算能力可满足 

大规模、复杂问题的求解，但现有单元形状和网格

剖分技术仍需进一步完善和改进，以提高自动化程

度，因此，探究快速生成高质量网格的方法具有较

大的研究价值和工程意义。 

本文借助非线性多边形比例边界有限单元，结

合四叉树网格剖分技术，推广应用到岩土工程结构

的快速分析。对一典型心墙坝进行静、动力数值模

拟，通过与有限元对比分析，验证了本文方法的可

靠性。本文方法可与计算机辅助工程(CAE)设计软

件结合，为土石坝等岩土工程设计优化仿真一体化

奠定基础。 

2  四叉树网格 

四叉树网格是二维非结构网格中具有代表性的

一种剖分方法，适用于任意平面问题的网格划分，

图 1为简单四叉树网格示意图。 

 

图 1  四叉树网格示意图 
Fig.1  Sketch of quadtree mesh 

 

网格剖分的基本思想是将二维结构域等分为 4

个正四边形，重复递归划分直至满足尺寸终止条件。

网格离散算法构造简单，易于实现，在有限元计算

中网格质量对提高计算的效率和精度起着关键性作

用[4]。Aziz 等[5]认为，四边形单元计算精度高于三

角形单元，且单元长宽比越接近 1（正四边形），单

元质量越好[6]。四叉树网格剖分质量优于传统网格

剖分方法，除局部边界外其单元均是由正四边形组

成，规避了三角形单元低精度的不足，可以处理任

意复杂几何形状，避开了四边形网格适应性差的缺

陷[7]。该离散算法速度快，从米量级到毫米量级仅

需 10层划分(210 = 1 024)。利用四叉树离散技术可

以实现快速、高质的自动单元离散，可以便捷、高

效地建立有限元分析模型。值得注意的是，由于相

邻单元间悬挂点存在，不可避免地出现了多边形单

元（节点个数大于 4），如图 2所示，超出了传统有

限元方法的处理能力，需要采用多边形有限元方法

计算，文献[8]对这些方法进行了对比分析。 

 

图 2  四叉树网格中悬挂节点 
Fig.2  Hanging nodes of quadtree mesh 

 

多边形比例边界有限元(PSBFE)优势较明显，

融合了有限元、边界元和多边形单元的优点，具有

很强的灵活性和网格适应能力，已被证明精度和收

敛性都高于常规多边形有限元的数值分析方法[8]，

且近年来得到推广应用，杨贞军等[9–10]模拟了含裂

缝的结构裂纹扩展问题，钟红等[11]研究了重力坝地

震断裂的问题，罗滔等[12]结合离散元模拟了堆石料

颗粒破碎问题。为突破非线性应用的限制，Ooi等[13]

将该方法拓展到弹塑性分析，但其采用最小二乘法

拟合弹塑性本构矩阵 Dep，计算分析相对耗时难以

用于大型问题求解。Chen 等[14]利用半解析的弹性 

解构造了用于非线性分析的单元形函数，借用有限

元三角形单元积分法则，采用内部高斯积分代替原

始的边界求积方案，实现了高效的非线性分析，并

成功应用于考虑挤压边墙面板堆石坝的数值模拟。 

3  多边形比例边界有限元原理 

3.1  多边形比例边界有限元 

比例边界有限元是一种半解析的数值分析方

法，其环向离散、径向解析的特点使其可降低一个

计算维度，一定程度上减少了计算量，且便于单元

形函数的构造和修改。对任意问题域，可用任意 n

多边形对求解域离散(n > 2的整数)，只需满足比例

中心要求，即边界上任意点均可直接地看见比例中

心(本文取为几何中心)，就可将其作为 SBFEM的子
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域，图 3 为 SBFEM 计算的多边形单元。图中，O

为比例中心；ξ、s 为引入的局部坐标，径向坐标 ξ

在比例中心 O 处取 0，在边界处取 1；环形坐标取

值为–1≤s≤1。与传统有限元方法类似，通过对每

个子域进行求解就可以获得整个求解域的数值结

果，已有较多文献对该方法进行了详细介绍，具体

理论推导见文献[15–17]。本文着重介绍通过半解析

的弹性解构造非线性分析所需的单元形函数及单元

内部积分方案。 

 

图 3  比例边界有限元多边形 
Fig.3  Polygon for scaled boundary finite element method 

 

3.2  非线性多边形比例边界有限元 

Wolf[17]已给出了单元应变场的表达式： 
1

1 , 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s    B u B u       （1） 

式中： 

     u( ) n
n   Su c                 （2） 

将径向位移插值函数 u(ξ)的式（2）代入可得单

元应变场表达式： 
1

1 2( , ) [ ( ) [ ] ( ) ] n

u n u u bs s s      S IB S B u      （3） 

由此可得应变位移转换矩阵 B(ξ,s)： 
1

1 2( , ) [ ( ) [ ] ( ) ] n

u n u us s s      S IB B S B     （4） 

式中：B1(s)、B2(s)为应变位移转换矩阵； u 为位移
模态对应的转换矩阵；Sn为由 Z矩阵负特征值组成

的对角矩阵；cn为积分常数具体表达式见文献[17]。 

节点位移求出后单元内部的位移场可通过形函

数插值求得。与有限元类似，通过虚功原理，进一

步推导可得 
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式中：ΦT(ξ,s)为有限元等价的形函数的转置；Dep

为弹塑性本构矩阵，具体推导见文献[14]。 

式（5）左边第一个括号为弹塑性刚度矩阵 Kep，

方程右边第一个括号为外力向量 Rext，第二个为内

力向量 Rint，可简写为 

ep ext intΔ bu  Κ R R          （6） 

由此可求出单元刚度矩阵，通过自由度组装，

可得计算域的刚度矩阵。不难看出，求解刚度矩阵

核心即是求弹塑性本构矩阵 Dep和应变位移转换矩

阵 B。 

如图 4所示，在求解非线性问题时，本文在每

一线单元覆盖的扇形域内引入 3个面内高斯点，对

于任意三角形单元，写成三角形坐标积分的表达式

为（7），对于本文高斯点积分位置及具体积分表达

式如（8），通过引入的面上高斯点按式（9）积分求

解单元刚度矩阵，得到非线性分析所需的弹塑性刚

度矩阵。 

 

图 4  非线性多边形比例边界有限元法分析内部高斯点 
Fig.4  Internal Gauss points by nonlinear polygon scaled 

boundary finite element method 
 

本文非线性 PSBFE实现思想：（1）首先通过线

上高斯积分点求解 SBFEM的系数矩阵 Ei(i=0,1,2)，

形成 Z矩阵。（2）通过特征值分解技术，求得特征

值和特征向量，进一步可解出应变位移转换矩阵，

见式（4）。（3）调用单元本构模块，获得弹塑性本

构矩阵 Dep，然后按式（9）通过每个单元内部的面

高斯点积分求解单元刚度矩阵，按自由度组装获得

计算域的总体刚度矩阵。（4）解平衡方程，求得边

界节点位移向量 Ub。（5）通过应变位移转换矩阵

B(ξ,s)求出应变场 εi(ξ,s)，代入本构矩阵 Di 
ep进一步求

得应力场 σi(ξ,s)，见式（10）。（6）在引入的面高

斯点上积分，最终可求出单元内力向量，见式（11）；

判断内外力是否平衡，进行非线性迭代。 

主要的公式如下，具体公式推导可参文献[14]。
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式中： 1 2 1, ,i i iL L L 为第 i个积分点的三角形坐标；Ae

为三角形 e的面积；m为每个三角形内的积分点个

数；Wi、E 分别为权重和积分残差，其他符号意义

同前。 

4  PSBFEM结合四叉树剖分技术 

传统四叉树网格采用对正方形单元的递归四分

获得，不对边界及交界面进行处理；离散后边界处

均是小正方形，如图 5(a)所示。为了减小模型离散

误差，保证几何原型，本文通过对边界修正，生成

四叉树正四边形和边界多边形混合单元，在保证模

型离散精度的同时极大地减少了单元数量。对带有

悬挂点的四叉树单元模拟，无需对其进行特殊处理，

如图 6所示，可直接作为多边形单元进行计算，解

决了单元之间位移不协调的问题[18]。 

 

 
(a) 单一四叉树                 (b) 混合四叉树 

 

图 5  两种四叉树网格 
Fig.5  Two generic quadtree meshes 

 

 

图 6  四叉树网格多边形形式 
Fig.6  Polygon form of quadtree meshes 

 

单元离散完成后，对图 5模型进行了常规的静

力计算，简单对比两种网格剖分技术的计算效率。

表 1为两种四叉树离散对比，给出了相应的计算时

间。从表中可以看出，在保证模型原形的基础上采

用混合四叉树网格，可以使单元减少 87.4%，节省

计算时间 85.3%，计算效率大幅提升。 

表 1  两种四叉树离散对比 
Table 1  Discrete comparison of two quadtree meshes 

对比 单元数/个 计算时间/s 

混合四叉树 427 0.91 

单一四叉树 3 388 6.18 

减少百分数% 87.4 85.3 

 

混合四叉树离散算法不仅保证了模型边界的精

度，而且可减少大量不必要网格，尤其对于带有复

杂边界和材料分区的岩土结构，大幅度提升了单元

离散速度和计算效率。自动满足土石坝模拟中水平

分层填筑问题，加速了复杂工程模型的前处理进 

程，降低了大量的人工的干涉，可为工程结构快速

设计建模–数值分析提供有力支撑。 

5  计算模型 

本节以典型的黏土心墙坝为例，通过四叉树网

格剖分程序对黏土心墙坝进行单元离散。假设该堆

石坝坐落于基岩上，典型坝高为 150 m，坝顶宽度

为 12 m，上下游坡比均假定为 1:2，心墙坡比为

1:0.2，过渡料区坡比为 1:0.4，心墙顶部宽度为 4 m，

几何尺寸如图 7所示，主体结构材料分区包括反滤

层、黏土心墙、过渡料区以及堆石料区。 

 

图 7  黏土心墙坝模型 
Fig.7  Clay core wall rockfill dam model 

 

5.1  心墙坝网格模型 

本文分别采用传统有限元网格以及混合四叉树

离散算法对心墙坝进行剖分。传统有限元网格剖 

分，首先借助辅助软件(CAD)对土石坝模型进行设

计网格划分，然后自编程序将其转换为计算所需的

单元节点信息。该方法实质是人工剖分，需大量人

机交互，自动化程度低。而采用混合四叉树离散时，

只需通过 CAD软件绘制模型主要边界线（见图 7），

然后通过自编程序识别模型的边界轮廓，通过给定

的最大、最小网格尺寸，自动完成土石坝网格剖分，

人工干涉少，自动化程度高。图 8为两者剖分流程

图。如图 9、10所示，采取两种不同的剖分方式离

散模型，其中四叉树网格模型自动离散仅耗时

0.192s，其边界和坝体分区处局部网格如图 11 所 

示。 

5.2  静力计算 

静力分析采用邓肯–张 E-B模型[19]模拟大坝填 
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(a) 传统土石坝网格剖分   (b) 混合四叉树网格剖分 

 
图 8  两种土石坝网格剖分流程图 

Fig.8  Flow chart of mesh generation for two kinds  
of earth-rock dams 

 

图 9  黏土心墙坝有限元计算网格 
Fig.9  Finite element computing mesh of clay 

core wall rockfill dam 

 

图 10  黏土心墙四叉树计算网格 
Fig.10  Quadtree computing mesh of clay core wall rockfill 

dam 
 

 

图 11  多边形比例边界有限元法四叉树网格局部 
Fig.11  Quadtree mesh local of PSBFEM 

 

筑和蓄水过程，大坝填筑分 26层，蓄水共分 14步

蓄至 140 m坝高。E-B模型参数取自两河口的试验

成果[20]，模型参数见表 2。表中，模型参数由常规

三轴试验确定；c、φ0、Δφ为强度指标；K、n分别

为弹性模量系数和指数；Kb、m分别为体积模量系

数和指数；Rf为破坏比；Kur为卸荷切线模量系数。 

5.3  动力计算 

动力模拟采用等效线性模型[21]，最大动剪切模 

表 2  静力分析参数 
Table 2  Parameters of static analysis 

参数 
材料 

堆石料 过渡料 反滤料 黏土心墙 

Rf 0.80 0.80 0.80 0.87 

K 1 100 1 100 1 100 349 

n 0.25 0.25 0.22 0.39 

Kur 2 200 2 200 2 600 698 

c/kPa 0.0 0.0 0.0 127 

φ0/(º) 49 49 50.7 22.3 

Δφ/(º) 7.8 7.8 10.8 0.0 

Kb 350 350 500 407 

m 0.20 0.20 0.22 0.15 

 

量为 

max a
a

n
p

G KP
p

 
  

 
          （12） 

式中：K、n由试验参数确定； 1 2 3( ) / 3p      ，

1 、σ2、σ3为试验时试样所受有效主应力；Pa为工

程大气压，动力参数见表 3，取自两河口试验参   

数[20]。地震动输入采用两河口坝址场地谱地震波，

顺河向峰值加速度为 0.288g，竖向 0.192g。地震波

加速度时程如图 12所示。地震波时长为 30.00 s，

时间步长Δt = 0.02 s。 
 

表 3  动力分析模型参数 
Table 3  Parameters of dynamic analysis 

材料 
'
2K   n K2 

'
1K  K1 max  

过渡料 5 312.0 0.328 1 997 20.8 15.7 0.22 

堆石 I 6 213.0 0.268 2 336 25.0 18.8 0.19 

反滤 I 3 234.3 0.321 1 216 15.4 11.6 0.23 

黏土墙料 2 941.0 0.556 1 106 28.4 21.35 0.25 

 

(a) 顺河向 

 

(b) 竖向 

图 12  地震波加速度时程曲线 
Fig.12  Seismic wave acceleration time history curves 
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6  计算结果及分析 

6.1  静力分析结果 

图 13 为黏土心墙坝满蓄期的坝体应力变形对

比。从图中可以看出，PSBFEM 和 FEM 计算结果

基本一致，仅在局部位置有较小的差别。 

 

(a) 水平向位移(单位：m) 

 

(b) 竖向位移(单位：m) 

 

 (c) 大主应力(单位：MPa) 

 

(d) 小主应力(单位：MPa) 

图 13  满蓄期坝体位移和应力 
Fig.13  Displacement and stress of dam after impoundment 

 

PSBFEM 四叉树计算结果符合有限元计算规

律，两种数值算法结果较为吻合，可以证明该方法

模拟坝体的施工过程具有可靠性。 

6.2  动力分析结果 

6.2.1 坝体动位移和加速度 

图 14、15 为地震动作用下坝体动位移和加速 

度结果。从图中可以看出，PSBFEM 与 FEM 模拟

结果基本一致，最大动位移和加速度发生在坝顶，

坝顶加速度最大值见表 4。 

6.2.2 心墙动位移  

图 16 为地震过程中心墙中心应力变形随高程

分布。从图中可以看出，PSBFEM 与 FEM 计算的

心墙中心的位移随着坝高在数值上基本保持一致。

表 5、6 分别为两种数值计算方法在动力计算中坝 

体的应力变形和加速度极值。从表中可得知，坝体

最大主应力相差 0.68%，最小主应力应力相差

3.60%，坝体顶部加速度极值顺河向和竖向分别相

差 1.19%、1.35%。PSBFEM与 FEM结果对比相差

较小，可满足实际工程精度需求，可以证明PSBFEM

在动力计算中仍可以保证满意的精度。 

 
(a) 顺河向动位移(单位：m) 

 

(b) 竖向动位移(单位：m) 

图 14  地震动作用下坝体动位移 
Fig.14  Dynamic displacement of dam during earthquake 

 

 

(a) 顺河向加速度反应(单位：m/s2) 

 

(b) 竖向加速度反应(单位：m/s2) 

图 15  地震动作用下坝体加速度反应 
Fig.15  Acceleration response of lower dam body 

for earthquake action 
 

表 4  满蓄期坝体位移静力计算结果对比 
Table 4  Static calculation results comparison of 

displacement of dam after impoundment 

方法 
坝体位移/m 心墙应力 

/MPa 向上游 向下游 竖向 

FEM 0.231 0.745 1.633 2.316 

PSBFEM 0.231 0.728 1.633 2.372 

相差% 0.00 2.282 0.00 2.418 

 

 
(a) 顺河向位移              (b) 竖向位移 

图 16  地震动作用下心墙动位移 
Fig.16  Distribution of displacement of core wall along 

dam height during earthquake 
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表 5  地震动作用下坝体应力变形极值的对比 
Table 5  Comparison of stress and deformation extremum 

of dam body during earthquake 

方法 
坝体应力变形 

顺河向/m 竖向/m 大主应力/MPa 小主应力/MPa

FEM 0.248 0.078 4.150 0.779 

PSBFEM 0.250 0.079 4.122 0.751 

相差% 0.806 1.282 0.675 3.594 

 
表 6  地震动作用下坝体加速度极值的对比 

Table 6  Comparison of acceleration extremum of  
dam body under seismic action 

方法 
坝体加速度反应/( m/s2) 

顺河向 竖向 

FEM 8.198 6.463 

PSBFEM 8.295 6.376 

相差% 1.183 1.346 

 

上述黏土心墙坝静、动力数值分析计算结果表

明，PSBFE四叉树网格计算的坝体应力变形以及加

速度峰值与有限元四边形网格计算结果基本一致，

吻合度较好，可以满足实际工程的精度要求，表明

多边形比例边界有限元联合四叉树离散方法工程应

用的可行性。 

本文思想可扩展到三维应用，结合三维多面体

非线性 PSBFE3D 和八叉树网格剖分技术，对三维

复杂问题进行快速建模和数值分析。本课题组已开

展了相关的研究工作。图 17 为采用八叉树网格剖 

分方法，对坝高为 212 m某心墙堆石坝进行三维网

格自动剖分，通过图中模型体信息可自动实现网格

剖分，该模型离散仅耗时 70.38 s，其中单元总个数

为 358 500，节点总个数为 430 127。相对于传统的

有限元三维网格剖分，八叉树快速、灵活、自适应

性强的离散特点，可为三维土石坝等复杂岩土结构

工程快速精细化模拟分析提供新思路。 

7  结  论 

（1）使用简便、可快速解决任意复杂几何形状

的前处理建模问题，且自动满足岩土结构模拟中复

杂边界、材料分区线及分层填筑等限制条件。 

（2）能完整地刻画边界及交界面形态，最大程

度反映几何原型，降低模型离散误差；对复杂工程

结构的形状优化、方案比选等提供了高效的方法。 

（3）本文方法可无缝地与传统有限元耦合使

用，常规单元采用 FEM，少量多边形单元则借助

PSBFE计算，可充分发挥两种方法的优势，提高分

析效率。 

 

(a) 体模型 

 

(b) 土石坝网格 

图 17  土石坝八叉树网格剖分示意图 
Fig.17  Sketches of octree mesh of earth-rockfill dam 

 

基于八叉树离散技术，将本文的思想拓展用于

耦合的 FE-PSBFE3D，可为解决三维复杂岩土问题

提供新的手段。 
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