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一种高效的 FE-PSBFE 耦合方法 
及在岩土工程弹塑性分析中的应用 
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摘  要：针对复杂岩土工程结构建模困难、耗时费力的难题，结合八叉树网格离散技术，对网格中的六面体采用

等参单元，对于非六面体采用多面体比例边界有限单元(PSBFE)，建立了一种快速、高效的 FE-PSBFE 弹塑性耦

合数值分析方法。采用实现的 PSBFE 对标准土石坝进行数值模拟，验证了其正确性和计算精度；通过典型复杂

心墙坝对提出 FE-PSBFE 耦合方法的灵活性、通用性和高效性进行了研究，研究结果表明：与传统 FEM 相比，

该耦合方法可大幅加速模型前处理进程，解决了复杂三维空间河谷形状、水平分层填筑和材料分区导致的网格剖

分难题，几十万单元的网格划分一般仅需几分钟；与 PSBFE 相比，显著提高了岩土结构弹塑性分析的效率，

FE-PSBFE 可减少超过 80%的求解时间。FE-PSBFE 耦合方法对其他复杂几何条件的工程问题也具有良好的实用

性，为快速精细化抗震分析提供了技术手段。 

关键词：FE-PSBFE 耦合；快速建模；岩土工程；弹塑性分析；八叉树网格 
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AN EFFICIENT FE-PSBFE COUPLED METHOD AND ITS APPLICATION 
TO THE ELASTO-PLASTIC ANALYSIS OF GEOTECHNICAL 

ENGINEERING STRUCTURES 
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(1. School of Hydraulic Engineering, Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, China;   
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Abstract:  A swift and efficient FE-PSBFE coupled elasto-plastic numerical method is proposed. The octree 

discretization technique is combined, and the hexahedrons are modelled using isoparametric element as in FEM 

while the PSBFEM is adopted to solve the other polyhedrons. In this manner, the problems including the 

difficulties of modelling, time consuming and laborious are eliminated in complicated geotechnical engineering 

structures. The precision and validity are verified using the simulation of a typical standard dam. Subsequently, a 

more complicated core wall dam is modelled using the FE-PSBFE coupled method, in which the flexibility, 

versatility and high efficiency are investigated. Compared with the traditional FEM, there are two primary 

superiorities that can be revealed: the process of modelling pretreatment can be accelerated dramatically, and the 

discretization problem considering the shape of complicated three-dimensional valley, layered construction and 
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material partition simultaneously is eliminated, resulting in only few minutes expended in the discretization of 

hundreds thousand elements. Compared with the PSBFEM, the efficiency of elasto-plastic analysis can be 

improved significantly using the coupled FE-PSBFE, where more than 80% computation time can be saved. The 

FE-PSBFE method possesses satisfactory versatility in other complicated engineering geometries. The method can 

serve as a technological means for a swift elaborate seismic analysis. 

Key words:  coupled FE-PSBFE; swift modelling; geotechnical engineering; elasto-plastic analysis; octree mesh 

 

有限单元法是岩土工程结构数值分析中发展

成熟，应用广泛的计算机辅助手段，其核心在于对

求解域的网格离散化。但由于大型岩土结构体量庞

大、地形条件复杂、限制条件多、模型尺度跨越大

等显著特点，使得在对其单元划分中将消耗 50%或

更多的时间和精力[1](线性问题将达 80%[2])，严重降

低分析效率、阻碍自动化进程。典型代表结构如三

维土石坝的模拟分析中，若综合考虑材料分区、河

谷形状、分层填筑等因素，则该模型几乎不可能自

动化生成，需大量人工干预和手动剖分，且耗时几

周甚至数月。为提高建模效率，具有快速高效、网

格质量高的八叉树网格离散技术被引入到复杂岩

土结构的单元划分与前处理数据准备中。 

八叉树是一种用于描述三维空间的树状数据

结构，属于一种快速递归算法，广泛用于信息的存

储和检索、三维实体可视化渲染、快速碰撞检测    

等[3―5]；另外，该思想也被用于几何近似及网格生

成[6―7]。图 1 给出了一个典型单元的简单示意。该

算法构造简单，易于理解实现；且网格划分快速高

效：从单元尺寸 10 m 变化到 1 cm，仅需 10 次

(210=1024)递归划分；网格质量高：立方体六面体单

元约占总单元的 70%以上，且随着网格优化，该比

例还可进一步提高。 

 

图 1  八叉树网格示意图 

Fig.1  Diagrammatic drawing of octree mesh 

在快速剖分的同时，该算法不可避免地会出现

少量多面体单元(单元总面数超过 6 或某个面节点

超过 4)，超越了常规有限元的能力范围，如图 2 所

示。针对该问题，只能借助多面体有限单元法[8―12]，

其支持单元类型包括常规单元和任意凸多面体单

元，但与传统有限元法相比，该方法计算量较大、

耗时多、效率较低，不易在工程设计中推广应用。 

面节点大于4

模型共7个面
总面数大于6 总面数大于6

面节点大于4

模型共9个面

 

图 2  典型多面体单元 

Fig.2  Typical polyhedron elements 

多面体有限单元法发展中，比例边界有限元优

势显著，发展迅速。该方法是 Wolf 和 Song[13]提出

的一种半解析数值算法；结合了有限元法(FEM)与

边界元法(BEM)的优点，只需对求解域边界进行离

散，可降低一个计算维度；故其单元形函数及偏导

数形式简单，易于构造和修改，计算量相对较小；

规避了其他多面体有限元法极其复杂的单元形函

数及偏导数的构造和求解[10]。 

鉴于此，该文将探索一种高效的数值分析方

法，并结合八叉树网格剖分技术，拟建立常规有限

元(FE)与多面体比例边界有限元(PSBFE)完全无缝

耦合的分析方法：即常规单元采用有限元，少量多

面体单元借助多面体比例边界有限元，图 3 给出了

典型耦合示意图说明。该方案可充分发挥两种方法

的优势，显著改善数值分析效率。最后，开展了该

方法在土石坝工程结构中的应用研究。 

1  多面体比例边界有限元 

比例边界有限元法起初是为解决无限域问题

而提出的一种数值分析方法；后期被国内外研究者

不断完善、改进，使其同样适用于有限域问题的求 
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图 3  耦合图解说明 

Fig.3  Graphic illustration of coupling 

解；并涌现出大量的研究成果。如杜建国和林皋[14]

研究了坝-水库-无限地基的动力相互作用；刘钧玉

等[15]研究了多裂纹应力强度因子的计算问题；施明

光等[16]进行了复合材料裂纹扩展模拟；罗涛等[17]

与离散元耦合，研究了堆石料的破碎规律。多面体

比例边界有限元的研究成果较少，文献[11―12]详

细阐述了多面体比例边界有限元在弹性领域快速

分析中的应用；文献[18]拓宽了其应用范围，模拟

了 Koyna 大坝的非线性震害过程。但上述方法中，

每个边界面仍限制为四边形和三角形单元；多边形

的边界面单元无法直接求解，需二次拆分；限制了

八叉树网格的直接使用。该文将采用一种改进的更

为通用、灵活的多面体比例边界有限元。 

1.1  改进的 PSBFE 

传统比例边界有限元中，对每个离散的边界面

单元，均采用与平面有限元相同的等参单元形函

数；故每个面的边数不可超过 4 边。该文采用的是

多边形平均值形函数，每个面支持任意多个边；故

有更强的灵活性和适应能力。图 4 给出了对比参    

照图。 

 

图 4  多边形边界面单元处理对比 

Fig.4  Comparison of treatments for polygon boundary 

element 

1.1.1  插值形函数 

多边形平均值形函数插值构造简单、易程序实

现，且具有很好的灵活性和通用性，文献[8]作了较

全面的介绍；这里只介绍主要公式，见式(1)~式(3)，

图 5 给出了一个五边形代表单元内的平均值坐标

示意图。 
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式中：i 表示第 i 个节点；j 为节点编号，表示遍历

多边形所有节点。 

 

图 5  平均值坐标示意图 

Fig.5  Schematics of mean-value coordinates 

1.1.2  基本理论 

该文仅给出一些重要的关键方程，详细推导可

参见文献[13, 18]。多面体比例边界有限元坐标系如

图 6 所示，对每个子单元，需在其内部选择一点

O( 0x̂ , 0ŷ , 0ẑ )作为比例中心(该文选取几何中心)，以

此连接边界节点，与每个面单元上的节点一起形成

椎体；并引入径向坐标 ξ，从而实现对边界面的缩

放，获得整个求解域。该方法的坐标系与传统笛卡

尔坐标系间存在如下关系： 

 

图 6  四面体内高斯点分布 

Fig.6  Distribution of Gauss points in a tetrahedron 
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 1 2 1 2 0ˆ ˆ( , , ) [ ( , )][ ]x x      x   
     1 2 1 2 0ˆ ˆ( , , ) [ ( , )][ ]y y      y   

1 2 1 2 0ˆ ˆ( , , ) [ ( , )][ ]z z      z       (4) 

式中( x̂ , ŷ , ẑ )为单元内部任意点坐标。在离散边界

处，ξ=1，用形函数 1 2,( ) N 进行插值，则每个椎

体单元内部任意一点位移，可通过比例缩放     

求得： 
u

1 2 1 2( , , ) ( , ) ( )    u uξ   (5) 
u

1 2 1 2 3 4( , ) [ [ ], [ ], [ ], [ ] ]N N N N   I I I I   (6) 
2 T

0 , 0 1 1 ,

T
1 2

( ) (2 ) ( )

( ) ( ) ( )

    

 

   

  

E u E E E u

E E u F 0  

 (7) 

式中：u(ξ)为式(7)的解；E0、E1、E2 为只与几何尺

寸相关的系数矩阵；F 为外荷载向量。 
1 1 T

0 1 1 m 1 21 1
d d 

 

 
  E B DB J  (8a) 

1 1 T
1 2 1 m 1 21 1

d d 
 

 
  E B DB J

          

 (8b) 

1 1 T
2 2 2 m 1 21 1

d d 
 

 
  E B DB J  (8c) 

式中：|Jm|为雅克比矩阵行列式；B1、B2 为应变位

移矩阵；D 为本构矩阵。采用特征值分解技术，可

得方程的解为： 

 n 1
u u b( ) S   u u   (9) 

代入式(5)，可得位移场如下： 
n(0.5 S )u 1

1 2 1 2 u u b( , , ) ( ( , ) )        u u    (10) 

相应的应变场为式(11)；随后，便可求得弹塑

性分析中的应力增量，如式(12)所示。 
n(1.5 S )1 1

1 2 1 2 u n u( , , ) ( ( , ) ( S 0.5) )           B  

 n(0.5 S )2 1
b 1 2 u u b

1
( , )  


   

  
 

u B u   (11) 

ep 1 2 b( , , ) ( , , )       D B u
       

     (12) 

1.1.3  积分方案 

传统的比例边界有限元方法采用边界积分方

案，即高斯点分布在离散的边界面上；这样不能反

映单元内部的非线性应力应变关系，仅适用于弹性

问题，无法应用于岩土结构的数值分析。该文采用

内部积分方案，详细推导介绍可参见文献[18]；内

部高斯点选取原则参照传统二阶四面体单元选择，

四个积分点分布如图 6 所示。 

2  算例验证 

2.1  计算模型与参数 

该节首先以典型均质坝为例，模拟了坝体的填

筑、蓄水及地震响应过程；通过与传统有限元计算

结果对比，验证改进的多面体比例边界有限单元的

正确性。图 7 给出了使用模型的标准断面尺寸和材

料分区，图 8 给出了相应的网格图，按层高 5 m 进

行网格划分，共计 16108 单元，16343 节点；计算

时，坝体 20 步填筑完成，随后分 18 步蓄水至 90 m

高程。堆石的材料参数见文献[19―20]，心墙料参

数如表 1 所示。 

10 m

50 m

90 m

240 m

40 m

(a) 最大横断面

(b) 最大纵断面

A点

 

图 7  典型均质心墙坝标准断面图 

Fig.7  Typical cross section of homogeneous core wall dam 

y
x

z

 

图 8  典型均质心墙坝网格 

Fig.8  Typical mesh of homogeneous core wall dam 

表 1  心墙料广义塑性模型参数 

Table 1  Generalized plastic parameters of core wall 

G0 K0 Mg Mf αf αg H0 HU0 ms

800 900 1.12 1.12 0.45 0.45 1800 3000 0.5

mv ml mu rd γDM γu β0 β1  

0.5 0.2 0.5 100 50 4 10 0.008  

为进行动力分析，该文选取某场地波时程曲线

见图 9，x、y、z 三个方向最大加速度分别为 0.294 g、

0.196 g、0.294 g。 

2.2  计算方案 

设置两个计算方案：一是单元类型采用传统有

限元进行数值计算；二是采用实现的多面体比例边
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界有限单元进行模拟，并将两种方法计算结果进行

对比分析，以验证实现程序的正确性。 

 

(a) x 方向 

 

(b) y 方向 

 
(c) z 方向 

图 9  加速度时程曲线 

Fig.9  Acceleration records 

2.3  计算结果 

图 10和图 11给出了两种方法计算得到的满蓄期

坝体变形和应力分布情况。从图中可以看出，两者计

算结果吻合度很好，说明了该文实现程序的正确性。 

图 12 和图 13 给出了地震动作用后，坝体的动

位移、加速度及主应力分布情况。不难看出，该文

提出的多面体比例边界有限元计算结果与传统有限

元所得结果相差甚微；分布规律完全一致，震后变 

 
(a) x 方向位移 

 
(b) y 方向位移 

    图 10  满蓄期坝体位移分布对比    /m 

Fig.10   Displacement comparison of maximum cross section 

after impoundment 

 

(a) 最大主应力 

 

(b) 最小主应力 

    图 11  满蓄期坝体应力分布对比    /MPa 

Fig.11  Principal stress comparison of maximum cross section 

after impoundment 

 

(a) x 方向位移 

 

(b) y 方向位移 

    图 12  震后坝体位移分布对比    /m 

Fig.12  Displacement comparison of maximum cross section 

after ground earthquake motion 

 

(a) 坝顶 A 点位移时程 

 

(b) 坝体整体变形(放大 15 倍) 

图 13  震后变形 

Fig.13  Deformation of maximum cross-section after ground 

earthquake motion 

形完全重合，表明该文方法可用于心墙坝动力时程

响应分析。 
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3  FE-PSBFE 的工程应用 

通过采用 FE-PSBFE 对某复杂的典型心墙坝工

程进行数值模拟，考虑了河谷形状、材料分区线及

分层填筑对网格划分的影响。 

3.1  模型建立与参数 

3.1.1  河谷形状 

图 14 给出了三维河谷面、坝体结构及山体基

岩的整体示意图，该模型体信息可通过所给定的工

程平面几何图形快速建立。 

 

图 14  河谷面及山体基岩结构 

Fig.14  River valley and conjoint mountain 

3.1.2  材料分区 

图 15 给出了坝体的几何尺寸及材料分布情况，

当同时兼顾河谷边界和材料分区线时，有限元模型

几乎不可能通过六面体为核心的剖分算法快速生

成。四面体剖分算法可以自动生成，但难以满足分

层填筑要求。一种可选择的方案是：先将坝体按填

筑层要求水平切割，然后再划分单元，但这样将投

入很大的时间和精力，且单元数量大。 

 

图 15  几何尺寸和材料分区 

Fig.15  Geometric dimensioning and material partition  

3.1.3  分层填筑 

图 16 给出了一种简单的坝体水平填筑方案示

意，从下到上，每个颜色代表一个填筑层；由于复

杂性较高，采用传统网格剖分方法时，几乎不可能

实现全自动划分。 

 

图 16  坝体水平填筑示意图 

Fig.16  Diagrammatic drawing of layer construction 

3.1.4  八叉树网格生成 

该文将采用八叉树网格生成器，对该复杂心墙

坝工程进行单元划分。得到模型体信息后，只需设

定最小和最大单元尺寸，这里分别取为3 m和18 m；

随后，该网格即可自动生成，且能同时满足上述三

个边界要求，图 17 给出了示意图。其中包含单元

数 215441，节点数 233802，剖分所需时间仅为 

 
(a) 整体网格 

 

(b) 局部详图 

图 17  心墙坝八叉树网格 

Fig.17  Octree mesh of core wall dam 
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60.9 s；且所得单元质量高，表 2 简单列出了模型的

单元类型及比重，其中立方体单元占比高达

77.94%。 

表 2  心墙坝八叉树模型单元类型统计 

Table 2  Statistic of elements type in core wall model with 

octree mesh 

单元类型 面数 个数 比重/(%) 求和/(%) 

常规单元 

4 477 0.221  

5 28544 13.249 91.41 

6 167914 77.940  

多面体 >6 18506 8.590 8.59 

3.1.5  模型参数 

堆石和心墙的静动力分析参数与上例相同，仅

根据处于水上和水下，对容重等个别参数进行调

整，限于篇幅，该节仅列出反滤料和过渡料参数(见

表 3 和表 4)。该次分析坝体分 54 步填筑完成，分

34 步蓄水至 170 m 高程。 

表 3  反滤料广义塑性模型参数 

Table 3  Generalized plastic parameters of filter 

G0 K0 Mg Mf αf αg H0 HU0 ms

1200 1400 1.69 1.25 0.38 0.37 1200 2300 0.5

mv ml mu rd γDM γu β0 β1  

0.5 0.3 0.5 50 50 4 40 0.023  

表 4  过渡料广义塑性模型参数 

Table 4  Generalized plastic parameters of transition 

G0 K0 Mg Mf αf αg H0 HU0 ms

1200 1400 1.77 0.99 0.45 0.5 900 3000 0.5

mv ml mu rd γDM γu β0 β1  

0.5 0.4 0.5 50 50 4 24 0.045  

3.2  计算结果 

图 18 和图 19 给出了 FE-PSBFE 方法计算得到

的满蓄期坝体变形和应力分布情况。从图中可以看

出，该方法计算结果分布规律正常，数值合理；说

明了 FE-PSBFE 可用于复杂心墙坝的静力分析。 
1
1

 
(a) x 方向位移 

 
(b) y 方向位移 

    图 18  满蓄期坝体位移分布    /m 

Fig.18  Displacement of maximum cross section after 

impoundment 

 (a) x 方向 

 (b) y 方向 

    图 19  满蓄期坝体应力分布    /MPa 

Fig.19  Stress of maximum cross section after impoundment 

图 20 和图 21 给出了地震动作用后，坝体的动

位移、震后变形图。不难看出，耦合方法计算结果

分布规律合理，表明 FE-PSBFE 在心墙坝动力时程

响应分析中的适用性。 

(a) x 方向位移 

 (b) y 方向位移 

    图 20  震后坝体位移分布    /m 

Fig.20  Displacement of maximum cross section after ground 

earthquake motion 

 
(a) 坝顶 A 点 y 方向位移时程 

 
(b) 坝体整体变形(放大 15 倍) 

图 21  大坝震后变形 

Fig.21  Deformation of dam after ground earthquake motion 



 工    程    力    学 13 

 

3.3  计算效率 

相同网格数量时，由于 PSBFEM 本身特点，计

算时间较 FEM 慢；但通过与 FEM 耦合，可充分发

挥两种方法的优势，使求解效率大幅提升；表 5 给

出了不同方法的计算时间。从表中可看出，采用

FE-PSBFE 耦合方法，可使计算时间减少 84.13%，

显著改善计算效率。 

表 5  计算时间对比 

Table 5  Comparison of computational time 

方法 计算时间(归一化时间) 

PSBFEM 1.0000 

FE-PSBFE 0.1587 

4  结论 

该文结合八叉树网格生成技术，发展了一种高

效的 FE-PSBFE 耦合的数值分析方法，并证实了其

在复杂心墙坝中的适用性，为其他岩土结构的应用

提供了参考。该文方法主要有以下特点： 

(1) 区别于传统的 SBFEM，单元的多边形边界

面可直接求解，无需二次拆分；可直接使用八叉树

网格生成器剖分的模型，减少了中间信息转换、处

理过程，提高了自动化程度。 

(2) 大型复杂岩土结构模型单元划分将在几分

钟内完成，大幅加速了模型前处理进程；且 70%以

上为立方体六面体单元，优于传统离散方法生成的

单元质量。 

(3) 通过 FE-PSBFE 的耦合，融合了 FEM 求解

速度快和 PSBFE 的灵活、通用性，同时规避了各

自的不足。可快速、方便地进行岩土工程结构弹塑

性分析，为大规模非线性或弹塑性动力计算提供了

条件。 
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